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W R NRN L WViB Wa !
FMEORIA MIUT/TINTS

Lucrurile cele mai simple se descoperd dupi indelungi reflectii, iar istoria matematica este plind de astfel
de intamplari. Astfel, pidsarile, de obicei, zboard in stoluri, oamenii in societate triiesc si isi desfigoars
activitatea, formand ceea ce numim generic multimi (de pasiri, de oameni).

Matematicienii ultimelor secole au descoperit un fapt important si anume ci edificiul matematicii are
la bazd notiunile de mult{ime si de relatie intre elementele diferitelor multimi. Aceste doud notiuni
faciliteazd accesul la matematicd gi permit o bund intelegere a structurilor sale profunde. Notiunea de
mulgime apare in lucrarile matematicianului german Georg Cantor (1845-1918).

Notiunea de multime este o notiune primars, fundamentald, care nu se defineste. Totusi, adiugim
urmatoarele doud precizdri, care dau termenului de multime o semnificatie diferitd de cea din limbajul
curent.

1) O colectie de obiecte este o multime daci se poate spune cu certitudine daci un anumit obiect apartine
sau nu colectiei.

2) Un acelasi element nu poate figura mai mult de o datd in multime.

Exemple. 1) Multimea literelor alfabetului.

2) Multimea judetelor din Romania.

3) Multimea paginilor unei cérti.

4) Multimea elevilor unei clase.

5) Multimea claselor unui liceu.

6) Multimea triunghiurilor isoscele.

7) Multimea punctelor unei drepte.

8) Multimea literelor alfabetului figurand in cuvantul , Mississipi“ este formati din elementele
m, 1, 8, p, In virtutea conventiei cd un acelasi element nu se poate repeta intr-o multime.
Criteriul care defineste o multime trebuie si fie obiectiv, in sensul ci punand intrebarea ,acel obiect
apartine multimii?, rdspunsul si poati fi dat firad ambiguitate. Asa de exemplu, colectia formati din
cele mai bune trei picturi ale lui Grigorescu nu este o multime — céici nu putem decide obiectiv care sunt
cele mai bune tablouri ale unui pictor.
Nu este posibil de a clasifica definitiv un obiect ca fiind al unei multimi, cici cei doi termeni sunt relativi.
Astfel, o multime poate fi considerata ca element al altei multimi. De exemplu, in multimea claselor unui

liceu, o clasd este un element, iar pe de altd parte, fiecare clasi este o multime de elevi.
O multiue este formatd dintr-un numdir finit sau infinit de elemente.

Definitie. O multime se numeste finitd daci are un numir finit de elemente.

O multime se numeste infiniti daci nu este finita.

Exempie. 1)-5), 8) contin exemple de multimi finite, iar multimile din 6), 7) sunt infinite.



ECECEITE INETRC A UaTSs PILRAAALLL,

Prezentam mai jos cateva reguli’ unanim acceptate in cirtile de matematicd si pe care este bine si le
urmam:

1) Cel mai adesea o multime de noteazid cu o literd mare: 4, B, ..., X,....

2) In chestiuni teoretice, unde elementele multimii nu sunt precizate, vom reprezenta aceste elemente prin
litere mici: a,b,...,x,....

3) Cuvantul multime este simbolizat prin doud acolade care incadreaza elementele multimii considerate,
separate unele de altele prin virguld. Cateodatd, in caz de ambiguitate, de exemplu cand elementele sunt
numere zecimale, se separi elementele prin punct si virgula.

Exemple. 1) Dacid multimea A este formata din trei elemente prezentate prin literele z, y, z, atunci vom
scrie: A = {z,y,z}.

2) Daca multimea X este formatd din numerele zecimale 1,2 §i 2,3, atunci vom scrie X = {1,2;2, 3}.

3) Dacd mul{imea este infinitd, nu se pot scrie toate numerele; se enumerd, citeva dintre ele, suficiente
pentru a recunoasgte despre ce multime este vorba, apoi se pun puncte de suspensie.

Exemplu. Multimea B a multiplilor lui 4 poate fi reprezentatd prin

B =1{0,4,8,12,16,...}.
La fel vom proceda in cazul unei multimi care contine un mare numér de elemente

C ={0,2,4,6,...,98,100}.
4) Fiind dat un element a al unei multimi A, nu sunt decat doud posibilititi: a este element din multimea
A sau a nu este element al lui A.
Pentru a exprima faptul ci elementul a se afli in multimea A, vom nota: a € A si citim: ,,a apartine lui
A«
Faptul ci elementul a nu este in multimea A, il notdm prin: a ¢ A gi citim: ,,a nu apartine lui A“
Semnul € se numeste apartenent3, fiind introdus in 1886 de matematicianul italian Giuseppe Peano
(1858-1932).
Observatie. Uneori notdm A > a si citim: ,A contine elementul a“ si negativ, A Z a, adicd ,4 nu
contine elementul a“.
Existd doud modalititi de a determina o mulgime:
1) prin enumerarea elementelor sale;
Exemp e. 1) A= {z,y,2}; 2) B={2,4,6}.
2) printr-o proprietate caracteristica de care se bucurd toate elementele sale. In acest caz, se adopta
notatia urmitoare: fie A mul{imea elementelor care au proprietatea P; se noteaza:

A = {z | z are proprietatea P} si citim: ,A este multimea elementelor z care au proprietatea P*.
Litera r desemneazi un element arbitrar al multimii A; se spune cd z descrie multimea. Bara care separd
litera = de proprietate se citegte ,astfel incat®.

Daca proprietatea P nu este explicitatd, se scrie: A = {z|P(z)}, notatia P(z) insemnand ,x are propri-
etatea I sau ,,P este verificatd de z“.

Exemple. 1) A = {z|z € N,z < 3}, reprezintd multimea numerelor naturale cel mult egale cu 3. Avem
deci A =1{0,1,2,3}.

2) B = {z|z € N, z divide 10}, contine divizori naturali ai lui 10. Deci B = {1,2,5, 10}.

3) C = {z|zr = 2n,n € N}. Pentru a determina aceastd multime se dau valori lui n, pe rand, cind se
obtin elemente ale lui C. Pentru n = 0 rezultd z = 0; pentru n = 1, se obtine z = 2; pentru n = 2, gisim
z = 4 etc. Obtinem agadar C = {0, 2,4, ...}, care este multimea numerelor naturale pare.



AU e aviia
Sa amalizam urmaitoarele doui multimi:
A = {z|z este un judet din Romaénia, al cirui nume incepe cu litera K} si
B = {z|z este un numdr prim i 13 < x < 17}.
Examinind cele dou# multimi, constatim cd acestea nu contin nici un element. Iati ci, in matematici,
contrar a ceea ce se face in limbajul comun, se obtin multimi care nu au nici un obiect. Aceastd multime
se numegte multimea vidi si se reprezintd prin simbolul .

Fie A = {1,2,3}, B = {-1,0,1,2,3,5}. Observim ci orice element al multimii A este si element al
mul{imii B. Caracterizdm aceastd situatie spundnd cd multimea A este o submultime sau o parte a
lui B.
Definitie. Spunem cd multimea A este o submultime sau o parte a multimii B, daci orice
element din A este element in B.

Notatie. A C B si citim: ,multimea A este inclusi in multimea B*.

Deci A C B, daci si numai daci Vz € A = ¢ € B.

Se considerd ca  C A (adica multimea vidi este submultime a oricéirei multimi). Dacid A # §, atunci clasa
tuturor submultimilor lui 4 o notdm cu P(A) (citim: ,multimea partilor lui A“). Deci P(A) = {X C A}.
Dacid A={1,2,3}, atunci
P(A)={a{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
Faptul c& A ¢ B (citim:,,A nu este inclusd in B“) se traduce prin ,existd x € A astfel incat = ¢ B“.
Se verificd ugor urmitoarele proprietiti ale incluziunii multimilor:
Reflexivitatea: A C A, V A.
Antisimetria: Daci A C Bgi B C A, atunci A = B.
Tranzitivitatea: Dacd A C Bsi B C C, atunci A C C.

Aplicatie. Sd se determine numirul minim n de intregi care trebuie alesi din S = {1,2,...,9},
astfel incat:

a) suma a doi din cei n intregi si fie pard; b) diferenta a doi din cei n si fie 5.

R. a) Se stie cd suma a doud numere pare sau a doud numere impare este un numér par. Considerim
submultimile lui S, Sy = {1,3,5,7,9} si S; = {2,4,6,8}. Se aplicid principiul cutiei (care in esenti
spune cd dacd avem n cutii i n + 1 bete care se introduc in cutii, atunci existd o cutie in care se afli cel
putin dcud bete). Deci n = 3.

b) Se ccnsidera cinci submultimi ale lui S, {1,6},{2,7}, {3, 8}, {4,9},{5}. Pentru n = 6, suntem siguri
cd doi intregi vor fi in aceeagi multime.

Uneori cste comod de a da o reprezentare graficd unei multimi pentru a concretiza anumite situatii.
Pentru zceasta se utilizeazd aga numita diagrami Venn-Euler (John Venn (1834-1923) logician englez;
Leonhard Euler (1707-1783) matematician elvetian), formata dintr-o linie simpl inchis3 (un cerc, un oval,
un dreptunghi), in interiorul cireia se scriu elementele multimii.

Atragem atentia cd aceastd reprezentare are ca scop fixarea ideilor gi si faciliteze intelegerea. Daca
multimea este notata cu o literd, aceasta se scrie langa linie. Daca elementele multimii nu sunt precizate
sau mulgimea este infinitd, aceste elemente sunt reprezentate prin puncte situate in portiunea planului
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limitatd de linia inchisd. Dacd un element nu apartine multimii, el va fi figurat printr-un punct situat in

afara linici.

Exemple.
A B

Diagrama lui Venn pentru Diagrama lui Venn pentru mul{imea B
multimea A = {1,2,3,4} cu elementele neprecizate

Exemple de multimi. Notatii pentru multimi de numere

Multimile uzuale de numere pe care le-ati intalnit in clasele precedente au notatii particulare, judicios
alese de matematicieni.

1. Multimea numerelor naturale este notati cu N:  N={0,1,2,3,...}
2. Multimea numerelor intregi se noteazi cu Z:

Z=A{.,-3-2-10123,...}. Avem N C Z.
3. Multimea numerelor rationale se noteazi cu Q:
Q={%m,nEZ, n#O}.AvemNCZCQ.

4. Multimea numerelor reale este notatd cu R. Aceasta este

mult{imea tuturor numerelor pe care le-ati intalnit in clasele precedente.

NcZQcR Este formatd din numerele rationale si numerele irationale (care nu sunt
rationale - v2,7...). Avem NCZC Q C R.

5. Adesea se utilizeazd multimile precedente, din care s-a eliminat zero. Aceste multimi se noteazi prin
N*, Z*, Q*, R* (N*={1,2,3,...}, Z*={...,=-3,-2,-1,1,2,3,...}, ...).
6. De asemenea, utilizim urmétoarele notatii;

R4 = {z]z € R,z > 0} (multimea numerelor reale pozitive sau nule);

R_ = {z|z € R,z < 0} (mul{imea numerelor reale negative sau nule);

% = {z|r € R,z > 0} (multimea numerelor reale pozitive, nenule);

R* = {z|r € R,z < 0} (multimea numerelor reale negative, nenule).

O interpretare similard au notatiile: Z, Z_, Z*, Q4, Q_, Q%, Q*.

1.2. MULTIMEA NUMERELOR REALE

Scopul acestui paragraf este de a prezenta principalele multimi de numere pe care le-ati studiat in anii
precedenti, indicdnd pentru fiecare multime:

1) proprietitile algebrice;

2) proprietitile de ordine;

3) corespondenta cu punctele unei drepte.
Avand in vedere cid unele rezultate au fost studiate in anii trecuti, le vom reaminti. Constructia acestor
multimi de numere depégesgte cadrul acestui manual.

1.2.1. Multimea numerelor naturale N

Istoria matematicii incepe cu problema numirarii, ceea ce a condus, dupi indelungi tatoniri la conceptul
fructuos de numair natural.

Matematicienii secolului al XIX-lea au ardtat cum se poate construi riguros multimea N a numerelor
naturale plecand de la citeva notiuni elementare.

Axiomatica numerelor naturale cea mai cunoscutd a fost elaborati in 1889 de matematicianul italian



Giuseppe Peano(1858-1932).

Numere cardinale. Sub forma cea mai naiva §i primitivi, problema numiréarii se peate pune sub forma:
fiind date doud multimi A §i B, care dintre cele doud multimi are mai multe elemente ?

Numerele cardinale indicd mirimea mult{imii, respectiv numirul de elemente ale multimii.
Numere ordinale. Au apérut din necesitatea de a stabili o ordine in interiorul unei multimi.
Numerele cardinale si ordinale s-au dezvoltat intr-o legiturd permanentd unele cu altele si formeazi cele
doud aspecte ale numerelor naturale, la care se adaugd de cele mai multe ori prin conventie i numarul
zero.

Operatii pe N

Multimea N a numerelor naturale nu posedi in sine nici o altd proprietate in afard de aceea de a numira.
O astfel de multime este amorfa sau altfel spus nu este structurati. Multimea numerelor naturale este
N={0,1,2,...,n,...},iar N*={1,2,...,n,...} reprezintd multimea numerelor naturale nenule.

Adunarea. Cea mai simpla operatie cu numere naturale face ca la orice dous numere a,b € N si se
asocieze tot un numar natural notat a + b.

Proprietitile adunirii pe N

A;. Adunarea este asociativd, adicdi (a+b)+c=a+ (b+c), Ya,b,ceN.

|
A,. Adunarea este comutativi, adici a+b=b+a, Va,beN. I
|

A3. Numdrul 0 este element neutru pentru adunare, adicik a+0=0+a=a, Va€eN. |

Observatii. 1) Semnul + apare pentru prima dati cu sensul actual intr-un manuscris aflat la biblioteca
din Dresda gi scris in jurul lui 1480.

2) Adunarea este consideratd o operatie de ordinul intai.

3) Scéderea numerelor indica pe plan abstract ideea de sciidere dintr-o multime a unei parti din elementele
acelel multimi. Scdderea este operatia inversd adunirii. Diferenta a dous numere naturale nu este intot-
deauna un numdir natural. Diferenta dintre numerele a,b € N se noteazi a — b.

Ini n[_dij;-ea, La operatia de inmultire s-a ajuns prin adunarea mai multor termeni egali. Aceastd
operafie asociaza la doud numere naturale a,b € N numairul natural a - b sau simplu ab.

Proprietidtile inmultirii pe N

I;. Inmultirea este asociativa, adici  (ab)c = a(bc), Va,b,c € N.

I,. Inmultirea este comutativi, adici ad = ba, Va,b e N.

I3. Numarul 1 este element neutru pentru inmulgire, adici 1-a=a-1=a, Ya €N. i
| |

Observatii. 1) Semnele - gi X sunt utilizate din 1631.
2) unpartproa numerelor naturale este operatie inversa a Inmultirii.

Impdrtirea a doud numere naturale nu este intotdeauna un numir natural.
Impartirea prin zero nu are sens. Inmultirea gi impértirea sunt operatii de ordinul doi.

o 107, Dacd intervin mai multe feluri de operatii, ordinea efectuirii operatiilor are
mﬂunnga asupra re7ulnatulul Operatia de ordin superior se efectueazi la inceput. Operatiile ale
cdror semne sunt puncte preced pe cele ale caror semne sunt linii. Dacé operatiile trebuie ficute in alti
ordine, atunci se folosesc parantezele care se vor efectua primele.



Distributivitatea in raport cu adunarea. Legitura intre cele doui operatii pe N este datd de pro-
prictatea

D. Inmultirea este distributiva in raport cu operatia de adunare, adica
a(b+c)=ab+ac, Va,b,c €N

Pentru a € N* se noteazi produsul lui @ cu el insusi de n ori, n € N¥, astfel: a" =a-a...a.
! e —’

Ansamblul ¢” il numim putere in care a este baza puterii, iar n este exponentuln puterii. Au loc
proprietitile:

a® a\n a™
1) a"-a™ = a™™; 2) (ab)™ = a"b"; 3) = at ™ n>m; 4) (3) =5 b#0; 5)(a™)™ =a".
Convenim ca a® = 1, a # 0. Operatiei 0° nu i se acorda nici un sens. Ridicarea la putere este o operatie
de ordinul trei.

Orice numir natural are un succesor, de exemplu 11 este succesorul lui 10. Aceasta inseamnd c3 in sirul
numerelor naturale 0,1,2,...,n,n + 1,... nu existd un ultim numér, acest gir fiind infinit. Numd&rul 0
(zero) nu este succesor. Orice alt numér natural are un predecesor; aceasta inseamn3 cd sirul numerelor
naturale il are pe 0 (zero) ca primul numir. Pentru orice doud numere naturale nj, ng existd una din cele
trei relatii: nq < ng (n) este strict mai mic decit np), n1 = ng (ny este egal cu ng), n1 > ng (n; este
strict mai mare decit ng). Daci vrem si aritim ci n; este cel mult egal cu ny atunci scriem n; < na.
Aceast3 relatie, notati <, are urmitoarele proprietati:

0;. Relatia < este reflexivd, adici a <a, Va€ N.

0,. Relatia < este antisimetricd, adici dacd pentru orice a,b €N, a < bsib<a,rezultdi a =b.

0;. Relatia < este tranzitiva, adici dacd pentru orice a,b,c € N pentru care a < bsi b <,
rezultd a < c.

O relatie, in cazul nostru <, care are proprietitile Oy, 09, O3 se numeste relatie de ordine. Intre
operatiile de adunare i inmultire definite pe N gi relatia de ordine < existd legitura prezentatd mai jos
sub forma:

Monotenia adunirii | daci a < b, atuncia+c <b+c¢, a,b,c € N,

Monotonia inmultirii dacd a < b, atunci ac < be, a,b,c € N*.

Aceastd legituri pusi in evidentd intre relatia de ordine si operatiile de adunare §i inmultire aratd cd
inegalitatea numerelor naturale riméne valabild daca adunim sau inmultim in amandoud pirtile acelagi
DUMAr.

O dreapti d pe care fixim un punct O, numit origine, un sens pozitiv si o unitate de misuri se
numegte axdi de coordonate.

=V

x’ O U A B

Sensul pozitiv este dat de sigeati, lungimea segmentului [OU] este egali cu 1.
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Numérului 0 ii asociern punctul O pe dreaptd. Numdrului 1 ii asociem punctul U pe axi (se mai spune
cd 1 este coordonata sau abscisa punctului U si scriem U(1)) pentru care OU = 1; numirului 2 ii asociem
pe axd punctul A (2 este coordonata sau abscisa punctului A §i notim A(2)) pentru care OA = 2 etc.

Si observim ci numerelor naturale le-am asociat puncte pe axa de coordonate situate la dreapta lui O (la
dreapta originii O), deci apartinind semidreptei [Oz pe care din acest motiv 0 numim semiaxa pozitivi.

Dacé se dau doud elemente a si b din N se pot formula doud probleme care impun extinderea mul{imii
numerelor naturale:

1) Exist3 un element z € N pentru carea + =15 ?

2) Existd un element y € N pentru care ay =5 ?

Se observi ci dupi valorile atribuite lui a si b aceste probleme admit sau nu solutii. De aceea s-a impus
crearea altor multimi de numere in care aceste probleme si posede intotdeauna cel putin o solutie {ex-
ceptand, pentru 2) cazul a =0 si b # 0).

Fapte de naturd matematici (printre altele rezolvarea ecuatiei a +z = b, a,b € N, b < a) sau fizics (tem-
peratura) au condus la extinderea mul{imii N la multimea numerelor intregi Z = {...,-2,-1,0,1,2,...}.
Numere opuse. Dacd a € N*, atunci am numit opusul lui a in raport cu adunarea de pe N, numirul
notat —a, definit prin egalititile a4+ (—a) =(—a) +a=0.

S-au creat astfel noi obiecte matematice, numerele intregi negative.

Este dati de un ansamblu de doud operatii, adunarea si inmultirea numerelor intregi, ciirora le impunem si
verifice condiii similare celor satisficute de adunarea si inmultirea numerelor naturale, 1a care se adaugi
¢ altele tinand cont de prezenta pe langi numerele naturale si a opuselor acestora.

Acest principiu se va piistra si la trecerea de la Z la Q sau de 1a Q la R.

Adunarea si inmuliirea pe Z sunt doui operatii care asociazi fiecirui cuplu (a,b) de numere intregi
numerele intregi notate a + b si respectiv ab.

Proprietitile operatiilor de adunare gi inmultire valabile pe N se pistreaza si pe Z, la acestea addugandu-se

A4. Elemente opuse. Pentru orice z € Z, existd elementul (—z) € Z, numit opusul lui'z
cu proprietatea: z+(—z)=(—z)+z=0. ’

Alte proprietati studiate au fost:

P;. Daci a =b, atunci a4+ c=b+c, ac=bc. ‘
Egalitatea este compatibilid cu adunarea si inmultirea.

Py. Dacd a,b,c € Z, a + ¢ = b+, atunci a = b (Reducerea a doi termeni asemenea).
Dacd a,b,c € Z, ac = be, ¢ # 0, atunci a = b (Simplificarea printr-un numir nenul).

P3;. Regula semnelor la produs. Daci a,b > 0, atunci ab > 0; daci a,b < 0, atunci ab > 0;
dacia >0, b<0saua<0,b>0, atunci ab < 0;
dacd unul din factorii a, b este zero, atunci ab = 0.

=
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in cazul lui Z diferenta a doui numere intregi este un numar intreg.

Ridicarea la putere a unui numdir intreg se defineste ca in cazul ridicdrii la putere a unui numar natural.
Notim Z_ = {...,—3,—2,~1} multimea numerelor intregi negative, iar cu Zy = {0,1,2,...} multimea
numerelor Intregi nenegative.

Pentru orice a € Z definim valoarea absoluti sau modulul lui @, numérul nenegativ

|al={ a, daci a>0

—a, dacd a<0.

Daci nj,n2 € Z, ny # ng, atunci sunt de discutat trei cazuri:
1) ny,ny € N cand s-a vazut cum se face ordonarea;
2} ny € Z_, ng € Z4 atunci n; < ng;
3) n1,ng € Z_ cind my < ng dacd |ng| > |naf.
Relatia < este o relatie de ordine pe Z, care pastreazd monotonia adundrii, iar pentru inmultire regula se
completeazi astfel:

dacid a < b, atunci ac < be, dacd ¢ € N%;
dacd o < b, atunci ac > be, dacd c€ Z_.

Am reprezentat pe axa de coordonate 'z numerele naturale prin punctele O, U, A, B,... situate pe
semiaxa [Oz pe care am numit-o semiaxa pozitiva.

3 -2 -io0o 1 2 3
x’ ...B" 4 U O U 4 B

=V

Punctele U, A, B, ... sunt situate pe aceastd axa la dreapta lui O.

Numirului negativ —1 1i asociem pe axi punctul U’ situat la stanga lui O si pentru care OU "= 1. Spunem
c3 punctul U’ are coordonata —1 si scriem U *(=1). Numarului —2 ii asociem pe axd punctul A’ situat la
stanga lui O, pentru care OA’ = 2. Spunem c3 A’ are coordonata —2 si scriem A'(—2), etc.

Ecuatia 5z = 3 in Z nu are solutie. Se impune deci extinderea multimii Z la o altd mulime in care ecuatii
de forma az = b, a,b € Z, a # 0 si aibi solutie. Aceastd multime o reprezintd multimea numerelor

m m
rationale notatd cu Q i definitd ca fiind egald cu Q = o | €Z, n#0;, unde = se numegte

fractie (m = numiritorul care indicd numdrul de parti, iar n = numitorul care indicé in cite parti a fost
impartit intregut).

) . ) . . . m . m
Deci un numir rational inseamni o fractie —, m,n € Z, n # 0. De asemenea, toate fractiile (——k—>
n n
keZ*

- : . m
reprezintd acelasi numar rational —.
n

o . m p - . o . = . . m .
Doui fractii —, = spunem ci sunt echivalente daci mq = np. Ori se constatd imediat cd — este echiva-
n' q n

. ) . m
lentd cu orice fractie —-.
Deci doui fractii echivalente dau acelagi numar rational.

12



3 . . T 5
“memple. Toate fractiile (g, %, 1%, . ) obtinute prin amplificare sau simplificare, care reprezinti

wreezs) cantitate, reprezintd numadarul ragional unic -.

ssaciiile cu numitorul 1 si cele obtinute prin amplificarea lor sunt continute tot in multimea numerelor
. 6 . .

=zionale. De exemplu: I=3=3= - Ele pot fi substituite una alteia. Numdrul intreg 0 poate fi

=.ocuit cu orice fractie cu numdaritorul egal cu zero. Numitorul zero este exclus.

lvnata
T €
aAlLC

3
n si 1 sa fie echivalente.

=. Trebuie sa avem egalitatea 4(2 + n) = 3(6 + 2n). De aici n = —5.

2
Sa se determine n € Z pentru ca fractiile 5

ma 2
Aratati cd nu existid numere rationale ™ astfel incat (—) =3.
n n
2
. Presupunem ci (m,n) = 1. Din (m) = 3 rezultd m? = 3n?, (x). Cum (m,n) = 1 se obtine
n

i

m* = 3| m. Fie m = 3my, m; € Z. Egalitatea (x) devine 3m} = n2?, (x«), iar de aici 3 | n? si
< 3 | n, adicd existd ny € Z astfel incat n = 3n;. Am obtinut cd 3 | m, 3 | n, adici 3 | (m,n) = 1,
- . . .m m\?2
ziradictie. Deci nu existd — € Q cu (——) =3.
n n

b}

€Z.
k—1
5. Fractia este numdr intreg dacd 2k — 1 divide 5, adicd daci 2k —1 € {-1,1,-5,5}. De aici
€ 10,1,-2,3}.

84 se determine k£ € Z pentru care fractia 5

3 . 2.5
Daca Z =0,a1a2...an ..., atunci precizati asggg.

3
R. Observim ca - = 0,(42857) sidin a; =4, a2 =2, ag = 8, ag = 5, a5 = 7, iar 2009 = 401 - 5 + 4, deci
w08 = a4 = 5.

17
iyl B aal al At ol AT R =1 =]
VINEEEE 2] Uy UK

. an L.
Gasiti trei valori ale lui n € N* pentru care fractia % este reductibili.

24k
+ sunt echivalente.

Determinati k£ € Z pentru care fractiile si
: s . m - A my 2
Ardtati cd nu existd numere rationale — astfel incét (—) = 5.
n n

EZ

Si se determine k£ € Z astfel incat
2k +1

Determinati trei valori ale lui & € Z pentru care fractia

0
1 este reductibili.

. 2k
6. Determinati trei valori ale lui k& € Z astfel incat fractia T

1
s& fie ireductibilai.
+2

2 .
Daca = =0,a1a2...a, ..., S4 Se precizeze asig.

%. Daca a,b,c,d € N* astfel incat % < 2, atunci si se arate ci % < Z_FL; < 3
4. Dac? a,b,c,d e, f € N* astfel incat % < 2 < %, atunci si se arate ci % < Z:Tci; < ?
a+1l a+2 1 4 7 2005 2008 1

[4)
'*, Daci a € N* atunci < .Sdsearatecd - - - - Ve —— < —.
acid a € aunc1a+1<a+2 13 a BALE (€8 = - 7 uz 2006 2009<12
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bniatie, B ® prodmal. st 2,500 208 L1 2 34 8 0
ndicatie. Fie P’ produsul. Atunci 5—5 4 2008 2009 2009° 2 3 15 5 7
2005 2006 @ 2007 3 1 2008
ey < < S PP ——
2006 ~ 2007 2008 2009° 2009

m
Un numir rational se poate reprezenta sub doud forme: 1) sub formi de fractie ordinara (-T—l) sau

2) sub form3 de fractie zecimali (finitd san infinitid periodicd). Reamintim procedeul de trecere
de la o forma la alta.

. . . 1 1 19
Cazuri particulare. Fieqy = £, 2= 5, @3 = z¢-
Vom trece de la forma de fractie ordinari la cea de fractie zecimald aplicand algoritmul de impértire si
obtinem
G =05 ¢=0,33...3..., q3=0,3454545...

sau scrise utilizind perioada astfel

n1=0,5 gq= 0, (3) q3 = 0, 3(45)
Fractiile zecimale obtinute in urma impértirii se numesc reprezentirile zecimale ale numerelor rationale
q1, g2 Si respectiv gs.
Fractia q are reprezentarea zecimald finitd, avand dupd virguld un numdr finit de cifre semnificative,
iar in rest zerouri. Fractia go are reprezentare zecimal3 periodicd simpla, deoarece perioada (3) urmeaza
imediat dupi virguls, iar fractia g3 are reprezentarea zecimald periodicd mixta, deoarece perioada (45)
nu urmeazi imediat dup# virguld (are dupa virguld o parte neperiodica — aici 3).
Acum pentru a trece de la fractiile zecimale la cele ordinare se procedeaza aga cum s-a vazut in gimnaziu

BEhick 5 1 3 1 345-3 342 19
De fapt, ultimele scrieri au urmitoarea argumentatie: 10g2 = 3, (3) sau 10g2 —q2 = 3 & 9q2 = 3 &
& qo = 1/3 si respectiv 10g3 = 3, (45), unde notim z = 3, (45) si avem 100z = 345, (45), iar de aici prin

19
scidere 100r —z =342 & 99z =342 & g3 = -
Cazul general. O fractie zecimali finitd are forma:

@ = GkGg_]---Q100,3-1A_2...0G_p, unde ax,ak_1,...,01,00,a—1,---,Cp sunt cifre si este egald in
baza zece cu: a o a
a=ap 108+ apq-10F 4. +ay- 10+ a0+ — + —= + ...+ —L.
E B, =t Gea LR A TNTiY * Tor
O fractie zecimali infinita are forma:
a = arag_1...01a9,a_1a_2..., §i este egald in baza zece cu
a_i a_9
a=ap-10°+-+a;-10+ap+——=+—5+..-
& +otar 04 aet 757 T g

.. O fractie zecimali finit3 poate fi considerata ca o fractie zecimald infinitd prin adiugare de
zerouri.

O fractie zecimali infiniti periodic3 simpld are forma
a = agag_1 -..010p, (@_1@_2 ...a_p), §i reprezintd numdrul rational
aje_9...a

550 P unde grupul de cifre a_ja_z...a_, se numeste perioad.
N

P
O fractie zecimali infinitA periodici mixt# are forma

@ = ayGp_1.--8180,8_1 - ..a—i(b1 ...by), i reprezintd numérul rational

G = 0rGp-1---a160 t+
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